
 

 

Publisher: University of Qom. 
© The Authors. https://doi.org/10.22091/cer.2025.12181.1598 

 

Developing Relationships for Determining the Optimal Shape Parameter in 

the Multiquadric Meshless Method 

Hanieh Talebi Kalan1 , Sara Mohsenzadeh Golafzani2 , Reza Babaee3 ,  

Ehsan Jabbari4  

1. Department of Civil Engineering, University of Qom, Qom, Iran. E-mail: hanie-talebi-kalan@outlook.com 

2. Department of Civil Engineering, University of Qom, Qom, Iran. E-mail: saramhi20@gmail.com 

3. Department of Civil Engineering, University of Qom, Qom, Iran. E-mail: r.babaee@qom.ac.ir 

4. Corresponding author, Department of Civil Engineering, University of Qom, Qom, Iran. E-mail: e.jabbari@qom.ac.ir  

 

 

Article Info ABSTRACT 

Article type: 

Research Article 

 

Article history:  
Received 22 Jan 2025 

Revised 21 Apr 2025 

Accepted 26 Apr 2025 

Published 13 May 2025 

 

Keywords:  

Meshless method , 

Radial Basis Function 

(RBF) , 

Multiquadric method , 

Shape parameter, 

Burgers' equation , 

Advection-diffusion 

equation. 

The accuracy and efficiency of the Multiquadric Radial Basis Function 

(MQ-RBF) method are highly sensitive to the choice of the shape 

parameter. This study aims to identify optimal relationships for determining 

the shape parameter in solving common partial differential equations 

(PDEs) encountered in water engineering. To this end, the procedure for 

reconstructing and solving PDEs using the MQ-RBF method is first 

outlined. Then, optimal values for the shape parameter are derived based 

on domain length and the number of computational centers. Based on these 

findings, empirical formulas for the optimal shape parameter are proposed, 

which significantly reduce computational cost. The performance of the 

proposed formulas is compared with exact solutions and existing empirical 

relations. Results show that, unlike previous approaches, the new formulas 

offer high accuracy, with negligible errors across different examples-

sometimes approaching zero. Moreover, compared to optimization-based 

techniques, the proposed method dramatically improves computational 

speed by eliminating the need for iterative algorithms. The study also 

investigates stability conditions, showing that for diffusion, advection-

diffusion, and Burgers’ equations, the maximum allowable time step 

depends on the diffusion coefficient, flow velocity, and Reynolds number. 
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Introduction 

The Multiquadric (MQ) method is 

recognized as one of the mesh-free numerical 

techniques based on Radial Basis Functions 

(RBFs). Kansa was the first to employ this 

method for solving equations in computational 

fluid dynamics, demonstrating that its accuracy 

is highly sensitive to the choice of the shape 

parameter. Subsequently, Mirabi et al. assessed 

the MQ-RBF approach for solving the Navier–

Stokes equations and standard turbulence 

models in a two-dimensional setting. Babaee et 

al. extended the application of the MQ-RBF 

method to the dynamic interaction of gravity 

dams in the frequency domain. Ongoing 

advancements in the development of the MQ 

method have further facilitated its use in two- 

and three-dimensional boundary value 

problems . 

The accuracy and efficiency of MQ-RBFs 

depend critically on the strategy adopted for 

selecting the optimal shape parameter. 

Although numerous approaches have been 

proposed, no strong theoretical consensus has 

yet been established. For example, Babaee et al. 

formulated expressions for the optimal shape 

parameter in solving the Helmholtz equation. 

Fallah et al. introduced an optimization 

algorithm based on iterative halving of the 

parameter range for two- and three-dimensional 

seepage problems. Kahid Basiri et al. 

developed a mesh-free MQ method for 

addressing the dam-break problem and showed 

that the computed shape parameter remained 

optimal for subsequent time steps. Moreover, 

Babaee et al. demonstrated that, in the seismic 

analysis of dam–reservoir–foundation systems, 

the optimal shape parameter is independent of 

subdomain count, stiffness ratio, and fluid 

compressibility. More recently, adaptive 

approaches have been introduced to determine 

the shape parameter, aiming to further enhance 

the accuracy of the MQ method in solving 

complex partial differential equations (PDEs) . 

In the present study, the MQ-RBF method 

is employed to solve the Laplace, diffusion, 

advection–diffusion, and Burgers’ equations. 

To this end, the governing equations are 

reformulated using the MQ function, and the 

corresponding solution procedure is presented. 

Through these examples, it is first shown that 

commonly used formulas fail to provide 

consistent accuracy. Accordingly, new 

relationships are proposed for determining the 

optimal shape parameter, ensuring high 

accuracy across all subsequent time steps. The 

validity of the proposed approach is 

demonstrated through several numerical 

examples, whose results are compared with the 

exact analytical solutions. 

Governing Equations 

Laplace Equation 

The one-dimensional Laplace equation is 

expressed as : 

(1) 
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Here, x   is the spatial variable and h   is the 

unknown function, which, for example in 

seepage phenomena, represents the hydraulic 

head (water pressure) of flow. 

Diffusion-Advection Equation 

The unsteady one-dimensional governing 

equation for pollutant advection-diffusion is : 
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In this equation,   is the pollutant 

concentration, t  is time, V  is flow velocity, and 

D  is the diffusion coefficient . 

Burgers’ Equation 

The Burgers equation is considered the 

simplest nonlinear mathematical model for 

combining advection and diffusion 

mechanisms in wave mechanics. It is given as : 

(3) 
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Where u  is the velocity and R  is the Reynolds 

number of the flow. It is noteworthy that the 

Reynolds number is always positive . 

Stability Condition Analysis 

A key question in solving unsteady 

problems using any numerical method—

including the MQ method—is whether a 

stability condition exists for the solution 

process. To address this, the maximum 

allowable time step that does not cause 



 

 

instability in the solutions was determined 

empirically, and its variations with respect to 

constant coefficients in the equations were 

plotted. The investigations showed that in the 

diffusion equation, the maximum time step is 

directly related to the diffusion coefficient. In 

the advection-diffusion equation, the maximum 

time step has a direct and inverse relationship 

with the diffusion coefficient and velocity, 

respectively. Also, in the numerical solution of 

the Burgers equation, the Reynolds number has 

a direct relationship with the maximum 

allowable time step . 

The results indicated that there is a certain 

time step value beyond which instability 

appears in the solutions, suggesting the 

presence of a stability condition—similar to 

grid-based methods—which requires further 

investigation to be fully defined . 

 

Fig. 1: Reynolds number variations in Burgers’ equa-

tion in respect to maximum time step for 10t = , 

10N = , and 2L = . 

Conclusion 

In this study, new relationships were 

proposed for calculating the optimal shape 

parameter as a function of the domain length 

and number of computational centers. The 

results showed that these relationships are 

optimal and highly accurate for all time steps. 

This method can also be implemented for 

equations with higher dimensions or more 

independent variables, as well as for different 

or inhomogeneous boundary conditions. 

It is also noted that the derived 

relationships are valid for uniformly distributed 

points, and different relationships would be 

required if the point distribution or spacing 

changes . 

Additionally, this study demonstrated that 

the choice of time step size is dependent on the 

Reynolds number, diffusion coefficient, and 

velocity. To achieve accurate results, the time 

step should be increased with rising Reynolds 

number and diffusion coefficient, and 

decreased with increasing velocity. These 

findings highlight that the MQ method 

algorithm for solving linear and nonlinear 

equations in engineering sciences requires a 

stability condition, which could be the focus of 

future research . 
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  ها:واژهکلید
 ، روش بدون شبکه

 تابع پایه شعاعی، 

 ، یچندربعروش 

 ،شکل ریمتغ

 ، معادله برگرز

 .انتقال-معادله پخش

وابسته است. هدف    در آنشکل    ریمتغ روش تعیین  به    اًیقو  چندربعی  یشعاع  هیپا  روش دقت و سرعت  

  ی جزئ  لیفرانسید معادلات  برخیحل    در  نهیشکل به  ریمتغ  یبرا   یروابط  یاز پژوهش حاضر، جستجو 

  ی و حل معادلات با روش چندربع  دیمنظور، ابتدا روند بازتولنیا . بهباشدیآب م  یمتداول در مهندس

مختلف به دست   یو تعداد مراکز محاسبات  دامنه برحسب طول نهیشکل به ریسپس متغ  شودیم انیب

که   شودیم  شنهادیپ  نهیپارامتر شکل به  یبرا   یشده، روابطحاصل  جیبر اساس نتا  ،ادامه   . دردیآیم

و    قیدق  هایپاسخشده با  روابط استخراج نتایج  .  دهدی کاهش م  یریگطور چشم حجم محاسبات را به 

برخوردار    ییاز دقت بالا  نیش یو نشان داده شده است که برخلاف روابط پ  دهیگرد  سهیمقا  نیشیروابط پ

در مقایسه با روابط  روابط معرفی شده    خطایها و معادلات مختلف  ای که در مثالگونهبه    هستند

از آنجائیکه    ،یابیو در مقایسه با روشهای بهینهموجود بسیار ناچیز و در مواردی در حد صفر است  

سرعت اجرا به دلیل عدم    ،آیدضریب شکل بهینه با استفاده از یک رابطه ریاضی به دست میمقدار  

  ها تمیالگور  نیدر ا  یدار یوجود شرط پا  همچنین.  یابی، بسیار بیشتر استبهینه تکراری  ریتم  گونیاز به ال

  - شرط در معادلات پخش، پخش  این  که علاوه بر وجود  دیو مشاهده گرد  قرار گرفت  یبررس  مورد

 وابسته است.   نولذری رعت و عدد رس پخش،    بیبه مقدار ضر  یگام زمان  نهیشیانتقال و برگرز، ب

 

بدون   یدر روش عدد  نهیشکل به  ریمتغ  ن ییتع  یبرا  ی روابطتوسعه  . احسانجباری   بابایی رضا،  افزانی سارا،زاده گلمحسنکلان هانیه،  طالبی  استناد:
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 مقدمه   -1

پایه شعاعی    نیترمعروفکه    1یچندربع  روش روش 

روش از  یکی  محسوب است،  شبکه  بدون  عددی  های 

ای شود که در عین سادگی با داشتن کارایی بالا، گزینهمی

های  در میدان  ژهیو  بهجذاب در حل مسائل پیچیده هندسی  

در حل   2استفاده از توابع پایه شعاعی .  است  دو و سه بعدی

دهه در  جزئی  دیفرانسیل  اخیر  معادلات    توجه   موردهای 

ی  هادادهیابی  زیادی قرار گرفته است. این توابع قادر به درون

که   زمانی  حتی  هستند،  چشمگیر  دقت  با  پراکنده 

 این تابع استفاده ازروش  ها وجود دارد.  ناپیوستگی در داده

ار توسط  برای حل معادلات با مشتقات جزئی برای اولین ب

از تابع چندربعی برای یافتن    وی( معرفی شد.  1990)  3کانزا

در   هذلولوی  و  سهموی  بیضوی،  معادلات  تقریبی  پاسخ 

استفاده کرد و نشان داد که   دینامیک سیالات محاسباتی 

  است  4بسیار وابسته به متغیر شکل   شده یمعرفدقت روش  

رهاپژوهش  تاکنون  .[1] توسعه  برای  زیادی  وش  ی 

مهندسی   مسائل  حل  در  وگرفت  انجامچندربعی    ه 

یک   راًیاخحاصل شده است.    نیزی  ریگچشمی  هاشرفتیپ 

معادله برگرز بدون شبکه  حل عددی  تکنیک کارآمد برای  

از  یبعدکی استفاده  نسخه MQ-RBF با     Lie-Group و 

اویلر به ترتیب برای تکنیک گسسته سازی   و    مکانروش 

وزمان   شد   ارائه  داده  استنشان  نتایج    ه  با  آن  نتایج  که 

  ی موجود مطابقت دارند و الگوریتم پیشنهادی ضمن کارآمد

  G-RBFی  روش گوس  .[2]  ی است سازادهیپ ی قابل  راحت  به

جر  یبرا   راًی اخنیز   ز  داری ناپا  انیحل  کار    ینیرزمیآب  به 

را این روش    آمده عملکرد خوب  دست   به  ج ینتاگرفته شد و  

راه به ز  انیجر  سازیشبیه  یبرا  یحلعنوان    ینیرزمیآب 

 روش  (2021)میرآبی و همکاران    . [3]  داد نشان    داریناپا

تراکم   معادلات حل برای را  ی چندربع شعاعی پایه تابع

 ناویراستوکس  پیوستگی، معادلات شامل پایا جریان ناپذیر

kآشفتگی مدل و − یدوبعد میدان یک استاندارد در 

 
1 Multiquadric (MQ) 
2 Radial Basis Function (RBF) 
3   Kansa 

 اعداد از  مستقل  که متغیر شکل  ندنشان داد  نموده و ارزیابی

-MQ  یشعاع  هیتابع پاو همکاران نیز    بابایی  .[4]  رینولدز

RBF   در   وزنی  ی سدها یکینامی داندرکنش  لیتحل یبرارا

برای   ها پژوهشادامه    .[6,  5]  اند توسعه داده  بسامد حوزه  

ائل دو و  مس در این روشبه کاربرد  ،توسعه روش چندربعی

 . [7] تسری یافته استی مقدار مرزی بعدسه 

به    داًی شدشعاعی چندربعی   پایه دقت و سرعت توابع

است.    وابسته  متغیر شکلسرعت روش تعیین مقدار بهینه  

های مختلفی  اند تا روش، پژوهشگران در تلاش بودهاگرچه

سازی مقدار این متغیر پیشنهاد دهند ولی یک  برای بهینه 

ی نظری چندان قوی برای آن وجود ندارد. در این  بندجمع 

تعیین  گل  راستا، برای  راهبرد  دو  همکاران  و  متغیر بابایی 

اولین   دادند.  ارائه  بهینه  روابط  راهبردشکل  از  ترکیبی   ،

غیرتکه و  تصادفی  طبیعت  است.  شکل  متغیر  ای پیشین 

روش معایب  که  است  شده  باعث  راهبرد  این  های  بودن 

ها بهره برده  که از مزایای آنپیشین را مرتفع کند درحالی

زوج   که برای مراکز  استاست. راهبرد دوم، الگوریتم باینری  

انتخاب این  گیرددر نظر میو فرد، متغیر شکل متفاوتی    .

باعث می متغیر شکل  ردیفنوع  بین  تا  ماتریس  شود  های 

از  و  گردد  ایجاد  منطقی  تفاوت  چندربعی  روش  ضرایب 

شود. راهبردهای نامبرده برای  آن جلوگیری  بدحالت شدن  

موفقیت  با  لاپلاس  معادلات  حل  در  شکل  متغیر  یافتن 

سال  .  [8]  شد  استفاده برای    2016در  روابطی    ر ی متغنیز 

ماتریس روش چندربعی  برحسب لگاریتم عدد شرط  شکل  

مراکز محاسبات  روابط    یو تعداد  این  ارائه شد.  حل  در  آن 

آزار . بی[9]  ارائه دادقبولی    مسائل مقدار مرزی نتایج قابل

با استفاده از الگوریتم جدیدی، ضرایب   (2016)و همکاران 

تعیین   را  متغیر  شکل  متغیر  تجربی  روابط  و  دنموثابت  ه 

که این ضرایب، دقت روش چندربعی را افزایش  نشان دادند  

سال  [10]  دهد می در  رمضان  2017.  و  برای یاقوتی  نژاد 

شکل    کردن  نهیبه استفاده  متغیر  الگوریتم  با  یک  از 

اولین گونه  ا  سازیبهینه  استفاده کردند. در  ز دو نوع داده 

4 Shape parameter 
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داده، فاصله بین مراکز محاسباتی متفاوت و در نوع دیگر  

طراحی  برای  روش  این  شد.  گرفته  نظر  در  یکسان 

سهپویانمایی و  دو  شد های  استفاده  های  پیکسل  و  بعدی 

نتایج قابلآمده نشاندستبه الگوریتم دهنده  قبول روش و 

چن[11]  بودشده    استفاده همکاران    5.  یک    (2018)و 

که   ارائه دادندبهینه  د برای یافتن متغیر شکل  الگوریتم جدی

متغیر برای مسائلی که حل تحلیلی دارند  این  ابتدا    در آن

آید، سپس از آن برای مسائل مشابهی که حل  می  به دست

می استفاده  ندارند،  سال  [12]  شودتحلیلی  در   .2018  

، مسئله با  که در آن  بالا ارائه شد.ی بسیار  ی با دقتتمیالگور

2N و N  تعداد محاسباتی   − ازانقطه  متغیر به  ی 

شود، آنگاه آن متغیر شکلی که  های مختلفی حل میشکل

خواهد  داشته باشد بهینه را  کمترین اختلاف بین دو جواب  

ای بر روی توابع چندربعی  مطالعه  2019. در سال  [13]  بود

و  چندربعو   انجام شد  معکوس    یهاتیاز محدود  یبرخی 

از  ی که  اگونهبهگردید  حذف  آن    یضرورریغ  این  استفاده 

  دتریتر و مفسادهدر    اریبس  ،دانانیاضیرریغ   یبرا  ژهیوبهروش  

 . [ 14] گردید

همکاران   و  شعاعی    (2019)بابایی  پایه  تابع  روش 

سپس    و   چندربعی را برای حل معادله هلمهولتز به کار بردند 

بار    بسامد  برحسب  متغیر شکل بهینهای برای  با ارائه رابطه

را   محاسبات  حجم  کاهش  توجهقابل  طوربهزلزله،  ی 

نیز با استفاده از الگوریتم ژنتیک،    2019. در سال  [6]دادند

معادله  حل  برای  بهینه  شکل  متغیر  یافتن  برای  روشی 

متغیر  این رویکرد  ارائه شد. در  تراوش  لاپلاس در مسئله 

محاسباتی  آمده مستقل از تعداد نقاط  دستشکل بهینه به

برای اولین    (2019). فلاح و همکاران  [15]  آیدبه دست می

تراوش در محیط تحلیل  برای  را  های  بار، روش چندربعی 

بعدی به کار  های دو و سهمتخلخل محصور و باز، در دامنه

چنین برای تعیین متغیر شکل بهینه، یک  هم  ایشانبردند.  

بهینه  ب یابالگوریتم  کردن  ی  نصف  ایده  متغیر ا  بازه  تکرای 

بهشکل   را  محاسبات  زمان  که  نمودند  قابلمعرفی    طور 

همکاران    باصیری و کاهید.  [ 16]  داد ای کاهش میملاحظه

 
5 Chen 

را بدون شبکه ( روش2020)  مسئله حل برای چندربعی 

  دست  به متغیر شکلمقدار   که ندداد و نشان توسعه  شکست

بهینه  نیز بعدی زمانی هایگام در مسئله حل برای آمده

روش بدون شبکه تابع پایه    2022در سال  .  [17]  باشدمی

- ای سدی برای حل مسائل اندرکنش لرزهچندربعشعاعی  

حوزه-مخزن در  مشخص  پی  و  شد  داده  توسعه  بسامد  ی 

تعداد   به  بهینه  متغیر شکل  نسبت  ها ردامنه یزگردید که   ،

.  [5]  پذیری سیال وابسته نیستسختی سد به پی و تراکم

همکاران    6سان بهرا    یمدل  (2023)و  انتخاب   نه یجهت 

  یمیمستق  ریتاث  که  توسعه دادند  MQشکل در تابع    متغیر

در    قیدق  یکاربردها  یو برا  شتدا  جینتا  یداریبر دقت و پا

ضرور  ده یچیپ   یهاداده  لیتحل پراکنده  .    [ 18]  بود   یو 

همچنین   ارائه  ایشان  انتخاب    یبرا  اقی طبانروش  یک  به 

مشکل    متغیر حل  انتگرالی  در  که  عادلات  است  پرداخته 

داده انعطاف    ی بعددو  یهابتواند  و  دقت  با  را  پراکنده 

نیز    2024  سال  در  . [19]  کند   یابی درون   یشتریب

شکل   متغیرانتخاب    یبرا   نیاشم  یریادگی  ی هاتم یالگور

و به بهبود دقت و سرعت  در حل معادله برگرز استفاده    نهیبه

روش در    .[21,  20]  است  شده  پرداخته   MQ  محاسبات 

 ی شکل برا   متغیربه انتخاب    انطباقی  کردیرو  نیز یک  داًیجد

د   ی عدد  حل  بهبود   دهیچیپ   یجزئ  لیفرانسیمعادلات 

که است  افزا  پرداخته  آن  روش  شی هدف  تفاضل    دقت 

به کارگیری روش با   PDE دهیچیمحدود در حل معادلات پ 

MQRBF    است   بهینه  شکل  متغیرانتخاب  روش  بهبود  و 

توان فهمید که روابط  با بررسی مطالعات پیشین می.  [22]

روش مختو  با  های  بهینه  شکل  متغیر  تعیین  در  لف 

،    هایی چالش پایین  دقت  بالا،  محاسباتی  هزینه  همچون؛ 

بهینه محلی، تجربی بودن، وابسته  همگرا شدن به مقادیر 

بودن به تعداد مراکز محاسباتی یا یک حل دقیق از مسئله، 

روش از  الگوریتماستفاده  همراه  به  و خطا  های  های سعی 

 هستند.  مواجهتکراری و ... 

ی  شعاع  هیپا  بدون شبکهدر این پژوهش، روش عددی  

غیرخطی   و  خطی  معادلات  از  برخی  حل  برای  چندربعی 

6 Sun 



 چندربعی   بدون شبکه  یدر روش عدد  نهیشکل به  ریمتغ  نییتع  یبرا   یروابطتوسعه   72

 

 (1404)  1، شماره  یازدهمسال   های عمرانیهای زیرساخت پژوهش 

,  23]  گیردمیقرار    استفاده   مورد  متداول در مهندسی آب

استف  .[24 با  حاکم  معادلات  منظور،  این  تابع  به  از  اده 

بیان   آن  حل  روند  و  بازتولید  این  د.  دگرمیچندربعی  در 

. موضوع ها از توزیع یکنواخت نقاط استفاده شده استمثال

غیریکنواخت   توزیع  از  روشاستفاده  در  بدون  نقاط  های 

های دیگری به آن وهشژ است که در پ   یبحث مفصلشبکه  

همچنین برای تعیین متغیر  .  [26,  25]  پرداخته شده است

بهینه، ضمن   دادنشکل  پرکاربرد    نشان  روابط  ناکارآمدی 

معادلات   حل  در  آن  تعیین  برای  جدیدی  روابط  پیشین، 

.  ه استانتقال و برگرز معرفی گردید-لاپلاس، پخش، پخش

شکل   همه   آمده  دست  بهبهینه  متغیر  در  روابط،  این  از 

زمانی  گام به بعدی  های  است.  برخوردار  بالایی  دقت   از 

صحت  پیشنهادی،  منظور  روابط  عددی  هامثالسنجی  ی 

های دقیق مقایسه شده  ها با روشارائه گردیده و پاسخ آن

 است.

 یروش چندربع - 2

همچون؛   یی ایمزا  دارای   چندربعی  بدون شبکه  روش

  ده،یچینامنظم و پ   یهاهندسه  یسازهیبالا در شب  ت ی( قابل1

توانا2 شب  یی(  در  در    یهایوستگیناپ  یسازهیبالا  موجود 

( عدم  4  ،یبعدسهدو و  آسان به مسائل    می( تعم3ها،  پاسخ

به شبکه منظم از خطوط متقاطع و    ازی ( عدم ن5  ،ینگیتک

مجموعه از  برای حل عددی مسائل، دو    است که در آن،...  

گرفته  مرزها به کار    یرو  وپراکنده در دامنه  محاسبات    مراکز

شوند که  نامیده می  7اسباتی . مجموعه اول مراکز محدشویم

مجموعه   گردد. تشکیل می  هاآنتابع چندربعی با استفاده از  

مراکز   قوی   8ی نه برهمدوم  ارضای شکل  برای  که  هستند 

. در هریک از روندیممعادلات و شرایط مرزی حاکم به کار 

و   ندارند  یکدیگر  با  ارتباطی  هیچ  مراکز  مجموعه،  دو  این 

 روش   ن یا  ،لیدل  نیبه هم  قرار ندارند.روی شبکه خاصی هم  

حل مسائل   یکارآمد و برا اریبس ریپذقیتطب یهالیتحلدر 

به  یو مرزها  دهیچیپ   یهابا هندسه   قابلی  راحت  گوناگون 

 
7 Computational centers 
8 Colocation centers 

کل  .استاستفاده   چندربع  ی شکل  )ی  تابع  )S x    حالت در 

 : است ریصورت زبه یبعدکی

(1) ( )
2

2

1

( )
N

j j

j

S x x x c
=

= − + 

مختصبات   jx  و  یمحاسببات مراکزتعداد   Nدر این رابطه

( با اسبتفاده  jضبرایب مجهول تابع چندربعی )اسبت.   هاآن

نهی ببه دسبببت مراکز برهمارضبببای معبادلبه حباکم در  از  

ببه این منظور یبک دسبببتگباه معبادلات جبری    آینبد.می

 گردد:زیر تشکیل و حل می صورتبه

(2)      
1 1N N N N

A B
  

= 

که در آن   A    و B    به ترتیب ماتریس ضرایب و بردار

 است   9بهینه   متغیر شکل c،  (1)معلومات هستند. در رابطه  

 .شودیبعد به آن پرداخته م بخشکه در 

 نه یشکل به ریمتغ -3

  گریدعبارتبهایجاد پیوستگی یا    منظوربه  شکلمتغیر  

لحاظ شده    ها آن شدن توابع پایه شعاعی در توابع    ر یپذمشتق 

تابع    .است مشتقات  انواع  جایگذاری  متغیری،  چنین  با 

هر   تا  مشتق امرتبهچندربعی  دیفرانسیل  معادلات  در  ی 

پدیده بر  حاکم  فیزیکی  جزئی  و  می  ریپذامکانهای  شود 

در    ا اعمال معادله حاکمی براحتبه(  j)  آن  لمجهو  بیضرا

طور که در  آید. هماننهی دلخواه به دست میمرکز برهمهر  

مقدمه   یک    اشاره بخش  بهینه  شکل  متغیر  تعیین  شد، 

چالش مهم در بین پژوهشگران در موضوع توابع پایه شعاعی  

های ارزشمندی برای است. اگرچه تاکنون روابط و الگوریتم

جامع    حلراهپیشنهاد شده است ولی هنوز یک    این متغیر

 آن وجود ندارد.  یافتن برای

برای تعیین متغیر شکل بهینه   شده  شنهادیپ روابط  

  بتمقدار ثا  کیاول    دستهدر  گیرند.  در دو دسته قرار می

و در    شودمحاسباتی در نظر گرفته میمراکز    یتمام  یبرا

مقدار    مدو  دسته متغ  یبرااین  مختلف  . است  ریمراکز 

 .[ 8]  زیر هستند  صورتبهترین روابط متغیر شکل ثابت  مهم

(3) ( )1/ 0.815c d= 

9 Optimal shape parameter 
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(4) ( )/ 1.25c N D= 

(5) 2 /c N= 
 که در آن

(6 ) 
1

(1/ )
N

di
i

d N 
=

= 

محاسبات  idو مرکز  هر  نزد  ی فاصله  مرکز    نیترکیاز 

است که    یارهیدا  نیتر قطر کوچکهم    D.مجاورش است

محاسبات مراکز  قرار    ی همه  آن  متغیر    . گیردیمدر  روابط 

پژوهش پیشین  شکل متغیر که در  به  شده  آوردههای  اند، 

 باشد. می 1جدول شرح 

  طیشرازمان،  بعد مسئله،    به  دقت روابط مذکور بسته

  یپاسخ  یخاص  طیشرا  یمتفاوت و هر رابطه برای و ...  مرز

  نییروابط تعدر حالت    نیقبول ارائه داده است. همچنقابل

متغ شکل  دل  ،ریمتغیر  ب  جادیا  لیبه  در    شتریاختلافات 

 بالاتر احتمال بدحالت شدن آن    ب،یضرا  سیماتر  یهاه یدرا

پا  نییتع  یروابط  نیعلاوه در چن. بهدوریم و حد    نییحد 

متغیربالا همواره    یهای  است.    کیشکل  بوده  چالش 

های کارآمدی  که در مقدمه عنوان شد، الگوریتم  طورهمان

نیز برای تعیین متغیر شکل بهینه پیشنهاد شده است که  

نقطه  ترین  دارای نقاط ضعف و قوتی هستند. مهم  هرکدام

ها تحمیل هزینه محاسبات  ضعف مشترک همه این الگوریتم

 باشد. اضافی به حل مسائل می

حاضر پژوهش  ناکارآمدی  در  نمایش  ضمن  روابط  ، 

برحسب   بهینه  شکل  متغیر  برای  جدیدی  روابط  موجود، 

( و تعداد مراکز محاسباتی پیشنهاد خواهد  Lطول دامنه )

 باشد. می (7)رابطه  صورتبه هاآنشد که شکل کلی 

(7) ( , )optc Z N L= 

یک تابع مشخص است. به این منظور،    Zکه در آن

مختلف مقادیر  با  متغیر   شوندیمحل    Lو   Nمسائل  و 

. سپس بر اساس  گرددیمتعیین    هاآنی بهینه نظیر  هاشکل

 آیند. مورد نظر به دست می روابط ،مربوطهی  هاداده

 
10 Exponentially shape parameter 
11 Increasing linear shape parameter 
12 Decreasing linear shape parameter 
13 Random shape parameter 

 .[8]   ریمتغیر شکل متغ  روابط  -1جدول  

 رابطه  روش

10ESP 

2

2 1 1 0 5

2

1

( j )( N ) .max

j min

min

C
C [C ( ) ]

C

; j ,...,N

− −=

=

 

11ILSP C 1
1

max min

j min

C C
C ( ) j ; j ,...,N

N

−
= +  =

−
 

12DLSP C 1
1

min max

j max

C C
C ( ) j ; j ,...,N

N

−
= +  =

−
 

13RSP 

C 1

1

j min max min
C ( C C ) rand ( ,N )

; j ,...,N

= + − 

=
 

14TSP 

C

1 2 1 1

j min max min
C ( C C )

sin(( j )( ( N ))) ; j ,...,N

= + − 

− − =

 

15HSP 1

j

j j

j

TSP

C DLSP ; j ,...,N

ESP





= =




 

16BSP 
j be odd

j be even

min

j
max

C ;
C

C ;




= 


 

 Lو  Nبهینه متناظر با هر برای تعیین متغیر شکل  

ناپا  در چندربع  هیاول  طیشرا  ا،یمسائل  تابع  با    ی مسئله 

متغیر شکل  یابیدرون دق  یو  را    نیتخم  نیترقی که  آن  از 

  .گرددیانتخاب م  نهیعنوان متغیر شکل بهداشته باشد، به

رابطه   معیار  منظور،  این  مربعات    (8)به  میانگین  ریشه  یا 

 . شودیمقرار  مورداستفادهخطا 

(8) 
2

1

( [ ( ) ( )] ) /

; 1,2,3...

N

m m i i

i

Ec S x I x N

m

=

= −

=

 

بر این اساس، متغیر شکلی که معیار خطای کمینه را داشته  

مقادیر شرایط فیزیکی    I،(8)باشد، بهینه است. در رابطه  

می نشان  را  مسئله  و اولیه  )دهد  )m iS x    تخمین تابع  نیز 

شکل  متغیر  ازای  به  که چندربعی  است  مختلف  های 

 شود.زیر تعریف می صورتبه

14 Trigonometric shape parameter 
15 Hybrid shape parameter 
16 Binary shape parameter 
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(9) 
2 2

1

( ) ( )

; 1,2,...,

N

m i j i j m

j

S x x x c

i N


=

= − +

=

 

پا   یبرا  نهیمتغیر شکل به از    زین  ایمسائل  با استفاده 

مرجعتیالگور روندی،  .  گرددیم   نییتع  [ 16]  م  چنین  با 

طول   هر  برای  بهینه  شکل  متغیر  برای  پیشنهادی  روابط 

قابل   دقت  محاسباتی،  مراکز  تعداد  هر  با  مسئله،  از  دامنه 

داشت خواهند  محاسباتیهزینه  و  قبولی   برای   های 

 .رودی متغیر شکل از بین میسازنه یبه

 دیحاکم و بازتول  یمرز ط یمعادلات و شرا - 4

 ی ها با تابع چندربعآن

مرزی  شرایط  و  منتخب  معادلات  بخش،  این  در 

شود.  می  انیب  هامربوط به هریک معرفی و نحوه بازتولید آن

مشتق تابع    ، مشتق مکانیعبارت  به این منظور، برای بیان  

اختلاف    شکلسازی جملات زمانی  چندربعی و برای گسسته 

پیشرو   ،  گریدعبارتبه.  ردیگیمقرار    استفاده  موردمحدود 

از ترکیب روش چندربعی و اختلاف    ا یناپابرای حل معادلات  

 . گرددیممحدود استفاده 

 17معادله لاپلاس  -4-1

ی  لاپلاسمعادله   حالت  زبهی  بعدکدر   ر یصورت 

 : شوده میداد  شینما

(10) 
2

2
0

h

x


=


 

تابع مجهول که برای مثال   hمتغیر مکان و    xکه در آن 

. شرایط  استجریان آب  )بار آبی(    18در پدیده تراوش هد 

اینجا   در  را   ( 12)و    (11)روابط    صورتبه   توانیممرزی 

مقادیر ثابت و مشخصی    2fو    1fانتخاب کرد. در این روابط،  

دیریکله  نوع  از  مرزی  شرایط  فرض،  این  با  که    19هستند 

 نیز طول دامنه میدان محاسباتی است.  Lخواهند بود.  

(11) ( ) 10h f= 

(12) ( ) 2h L f= 

 
17 Laplace equation 
18 Head 

مشتق دوم تابع    لاپلاس با استفاده ازمعادله    دیبازتول

 : دیآیبه دست م ریصورت زبه یچندربع

(13) 

2

2 2 3/2
1

0
[( ) ]

; 2,..., 1

N

j

j i jx x c

i N

c


=

=
− +

= −

 

از    همچنین با    (1)شرایط مرزی مذکور با استفاده  مطابق 

 زیر است: صورتبه  (15)و  (14)

(14) 2 2

1

1

( )
N

j j

j

x c f
=

+ = 

(15) 2 2

2

1

( )
N

j j

j

L x c f
=

− + = 

به حل یک دستگاه معادلات    ( 15)تا    ( 13)  معادلات 

Nجبری  N    آن،    شوند یممنجر حل  با    بیضراکه 

ی برای محاسبه چندربعتخمین  تابع    جهیدرنتو    مجهول  

 آیند. محاسباتی به دست میهد در همه نقاط میدان 

 20معادله پخش و انتقال -4-2

  پخش و انتقال آلاینده   دهی حاکم بر پد  یایناپا   معادله

 : [27] از ت استرعبا  یبعدکدر حالت ی

(16) 
2

2
V D

t x x

    
+ =

  
 

سرعت جریان و  Vزمان،   tغلظت آلاینده،  در اینجا،  

D    را    (16)ضریب پخش است. شرایط مرزی برای رابطه

 زیر بیان کرد:  صورتبهتوان می

(17) 3(0, ) ( ) ; 0t f t t T =   

(18) 4( , ) ( ) ; 0L t f t t T =   

3در این روابط،   ( )f t    4و ( )f t    توابع مشخصی هستند که

می نشان  مرزها  در  را  آلاینده  همچنینغلظت    Tدهند. 

نهایی پخش در    اولیه  طیشراانتقال آلاینده است.  و    زمان 

 شود: در نظر گرفته می ریصورت زبه نیز حاضر دهی پد

(19) 5( ,0) ( ) ; 0x f x x L =   

5در این معادله،   ( )f x    میزان غلظت اولیه آلاینده در طول

مسئله   زمان  یساز  گسسته   یبرااست.  دامنه  در    یجمله 

19 Dirichlet 
20 Advection-Diffusion equation 
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پ،  (16)رابطه   اختلاف  روش  رابطه    شرویاز    ریزمطابق 

 : شودیاستفاده م

(20) 
1n n

tt

  + −
=

 

 

آن،  در  زمانشمارنده    nکه  روابط   است.  یگام  ترکیب  با 

لت ضمنی معادله حاکم  و در نظر گرفتن حا   (20)و    (16)

 خواهیم داشت:

(21) 
1 2 1

1

2

n n
n ntV tD

x x

 
 

+ +
+  

+  −  =
 

 

با استفاده از تابع چندربعی و مشتق اول و دوم    (21)معادله  

 :شودزیر بازنویسی می صورتبه آن 

(22) 

2 2

2 2

2

2 2 3/2

1

( )

(

; 1

)
( )( )

(

.

)

( )( )
[( )

2,3 .

]

, . ,

N
n

j

i j

i j

j

i j

i j

x x c

x x
t V

x x c

c
t D

x x c

i N

 
=

 
 
 
 
 

= 
 


−


 
 


− +

−
+ 

− +





=

− +

−

  

بخش    شرایط مانند  نیز  بازنویسی    1-4مرزی  قابل 

صفر قرار    با  سرعت جریان برابر  (16)در رابطه    اگرهستند.  

 صورت بهخواهد بود که    (23)گیرد، نتیجه آن معادله پخش  

 . دیآیدرمزیر 

(23) 
2

2
D

t x

  
=

 
 

 21برگرز   معادله -4-3

برگر م  زمعادله  سادهبه   توانیرا  مدل    نیترعنوان 

در  پخش و انتقال  دو عامل    بیترک  یبرا  یاضیرغیرخطی  

 صورتبه. این معادله  امواج به حساب آورد  کیحوزه مکان

 . [28] شودنوشته می زیر

(24) 
2

2

u 1
u

t x

u u

R x

  
+ =

   
آنکه   و   u،  در  جریان   Rسرعت  رینولدز  .  باشدیمعدد 

است.  مثبت  همواره  رینولدز  عدد  که  است  ذکر  به  لازم 

ی برای بعدکی یهادان یمهمچنین شرایط مرزی و اولیه در  

 
21 Burgers’ equation 

یک حالت  است.    انیبقابل  2-4معادله برگرز مشابه بخش  

رابطه   ضمنی  عبارت    (24)شبه  سازی  گسسته  فرض  با 

 : شودیمزیر بیان  صورتبهمکانی با اختلاف پیشرو 

(25) 
1 2

2

1
1n n

n n nt
u t

u u

x
u

x
u

R

+ +
+ −

 
+

 
=

 

زیر    صورتبهبا استفاده از تابع چندربعی    (25)معادله  

 شود: بازنویسی می

(26) 

2 2

2 2
1

2

3/22 2

( )

( - )

( - )  

; 2,3,..., 1

[( - ) ]

i j

N
i j

j

j
i j

n n

i j

x
t

x

u u

t

x c

x

x x c

i N

R

c

x x c


=

 
 
 − + 
 
 

+ = 
+ 

 


−


 
 

= −

+

  

 . هستند دیقابل بازتول ،مشابه قبل زین یمرز طیشرا

 ی عدد یهامثال -5

معادلات   بخش،  این  به    شده انیبدر  قبل  بخش  در 

که هندسه   شوند یمروش تابع پایه شعاعی چندربعی حل  

است. در این    1شکل  مطابق    هاآنکلی میدان محاسباتی  

مسئله    2Sو    1Sشکل   مرزی   منظور به.  باشند یمشرایط 

 صورت بهی نه و برهم یمحاسبات مراکز عیتوزراحتی کاربرد، 

نشان داده    1شکل  شماتیک در    صورتبه  و  انتخاب  کنواختی

 . اندشده

 
و    یمراکز محاسبات  : هندسه کلی و توزیع شماتیک1شکل  

 . های عددی ی در مثال نهبرهم

در    شدهانیبدقت روابط  بودن  کافی  ، ابتدا نادر ادامه

سپس    شودیحل معادلات مذکور نشان داده م  یبرا  3بخش  

اثبات   منظوربه  ارائه خواهد شد.   ی با دقت کافی دیروابط جد

ناکارآمدی روابط پیشین و کارآمدی روابط پیشنهادی این  

 

 

 



 چندربعی   بدون شبکه  یدر روش عدد  نهیشکل به  ریمتغ  نییتع  یبرا   یروابطتوسعه   76

 

 (1404)  1، شماره  یازدهمسال   های عمرانیهای زیرساخت پژوهش 

با  هاپاسخپژوهش،   چندربعی  روش  دقیق هاپاسخی  ی 

بر اساس رابطه   ها آنو معیار خطای    شوندیم مسائل مقایسه  

 .گرددیمگزارش    (27)ریشه میانگین مربعات خطا یا رابطه  

(27) 2

1

( [ ( ) ( )] ) /rms i i

i

M
E S x E x M

=

= − 

رابطه،   این  )در  )iS x    و( )iE x   روش پاسخ  ترتیب  به 

نقطه  چندربع در  دقیق  روش  و  نقاط    Mو   ixی  تعداد 

پخش و سرعت   بیضر یدر ادامه به بررس  مشاهداتی است.

پخش و  پخش  معادلات  داده   پرداختهانتقال  -در  نشان  و 

زمان  متغیر  به    یخواهد شد که، گام  استاین دو   . وابسته 

هر    ()فلوچارت  ی روندنماهمچنین   برای  محاسبات  انجام 

 نشان داده شده است. 2در شکل  ،مثال

 

 برای هر مثال   محاسبات)فلوچارت( انجام    یروندنما   :2شکل  

 ک یمثال شماره  - 1-5

  (10)یا  لاپلاسدر این مثال، حل معادله دیفرانسیل 

ابعاد منتخب میدان و تعداد مراکز محاسباتی  است.    موردنظر

برابر   ترتیب  2,3,4Lبه  10,15,20,25,30Nو    = =  

شده معادله  تعریف  دقیق  حل  شرایط   ( 10)اند.  همراه  به 

 آید. می به دست (28)رابطه  صورتبه (12)و  (11)مرزی 

(28) 2 1

1( , ) ( )
f f

h x t x f
L

−
= + 

چندربعی،   روش  به  حاضر  مسئله  حل  رابطه برای 

 : شودپیشنهاد می نهیمتغیر شکل به نییتع یبرا (29)

(29) 1 1
1 1 0.5

( )
b d

ln c a f L
N L

= + + + 

 خیر

 بلی

 خیر

 بلی
تعریف مشخصات میدان و تعداد 

 تقسیمات و متغیرهای مورد نظر

 تعریف مقادیر ضریب شکل

 محاسبه ضرایب مجهول

 تشکیل تابع چند ربعی

 شروع

تغییر مشخصات و 

تقسیمات و متغیرها 

 لازم است؟

 پایان

 ها و مقایسه پاسخ

 یافتن ضریب شکل بهینه

 تشکیل رابطه 

 بهینه شکل ضریب

تدقیق ضریب شکل 

 لازم است؟

 کوچک کردن بازه ضریب شکل
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 اند.ارائه گردیده 2جدول  که مقادیر ثابت آن در 

 . (29)مقادیر ثابت رابطه  :  2جدول  

1a 1b 1f 1d 

019791408 /

0 

599918/2

2 

15308787 /

0 

9481909/1

- 

روابط  از  استفاده  با  چندربعی  روش  نتایج  خطاهای 

و رابطه پیشنهادی این    3در بخش    شدهان یبمتغیر شکل  

2Lپژوهش برای حالت   اند. درج شده  3جدول در  =

2L)  مثال شماره یکدر    rmsE:  3جدول   =) . 
N 

 رابطه 
5 10 15 20 

(3) Eq. 0/01 0/1 5824/9 87/172 

(4)Eq. 0/28 0/003 0/00002 97/6 

(5)Eq. 2/03 0/009 0/007 0008/0 

ESP 0/2 0/01 0/0008 0001/0 

ILSP 0/36 0/1 0/04 02/0 

DLSP 0/22 0/03 0/01 008/0 

RSP 0/19 0/01 0/0004 001/0 

TSP 0/63 0/15 0/059 03/0 

HSP 1/53 0/01 0/01 0003/0 

BSP 35/02 0/05 0/004 0009/0 

Eq. (29)  0/000003 0/00011 0/000024 000024/0 

می  جینتا خطاها دهد  نشان  از    آمدهدستبه  یکه 

 ار یبسروابط پیشین    خلافاین پژوهش بر  رابطه پیشنهادی

2Lدرآن    ج یبوده و نتا  زیناچ در    قبول است.قابلکاملا    =

در دقیق  و  عددی  حل  به  مربوط  پاسخ  نمودارهای    ادامه 

5N  (. 3شکل ارائه گردیده است ) =

های  پاسخشود،  مشاهده می  3شکل  در    کهطورهمان

5Nدر    روش عددی و دقیق 2Lو    = 63با خطای  = 10− 

دهد که رابطه اند. این امر نشان میبر روی هم منطبق شده

قبولی برخوردار است. واضح است که؛   (29) از دقت قابل 

رابطه  خطای    این  کم،  محاسباتی  مراکز  تعداد  با  حتی 

می و  دارد  را  ناچیزی  محاسبات  حجم  کاهش    اًیقوتواند 

 دهد. می

 
و عددی در مثال شماره یک   دقیقروش  های  پاسخ:  3شکل  

(2L 5Nو    = =). 

خطاهای نتایج روش حاضر با استفاده از روابط متغیر  

3Lبرای حالت   (29)شکل موجود و رابطه     4جدول  در    =

 اند. درج شده

3L)  مثال شماره یکدر    rmsE:  4جدول   =) . 

N 

 20 15 10 5 رابطه 

(3)Eq. 0/18 0/00005 107/43 4/39 

(4)Eq. 1/01 0/06 0/05 0003/0 

(5)Eq. 0/32 0/23 0/01 008/0 

ESP 0/65 0/04 0/007 001/0 

ILSP 0/65 0/19 0/08 04/0 

DLSP 0/52 0/11 04 /0  02 /0 

RSP 83 /0  08 /0  0/1 06/0 

TSP 0/85 0/24 0/1 05/0 

HSP 1/15 0/24 0/01 001/0 

BSP 10/69 0/6 0/15 02/0 

Eq. (29 )  0/0000014 0/000016 0/000027 000043/0 

می  طورهمان مشاهده  نمودارهایکه  پاسخ   شود، 

در عددی  و  20Nدقیق  3Lو   = خطای  = 54با  10−  
اینکه؛ رابطه ی بر روی هم منطبق شدهخوببه اند و نتیجه 

 از دقت بالایی برخوردار است. (29)

 دو مثال شماره  - 5-2

معادله   مثال حل  این   مورد  ( 16)  انتقال-پخشدر 

ابعاد منتخب میدان و تعداد مراکز  قرار گرفته است.  توجه

برابر   ترتیب  به  2,3,4Lمحاسباتی  و    =

45,50,80,90N   (16) اند. حل دقیق معادله  تعریف شده  =
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رابطه    صورتبه  ( 19)و    (17)به همراه شرایط مرزی و اولیه  

 . [27]آید  می به دست (30)

 
و عددی در مثال شماره یک )  دقیقروش  های  پاسخ:  4شکل  

3L 20Nو    = =.) 

ا 0.8V  ،مثال  نیدر  =،  0.05D =،  0.1t  و   =

0.001dt  . انددر نظر گرفته شده =

(30) 
21 ( 1 )

( , ) exp[ ]
(4 1)4 1

x Vt
x t

D tt


− −
= −

++
 

که، شرایط مرزی و اولیه به ترتیب با قرار   استروشن  

x,0دادن L=    0وt رابطه    = حصول   (30)در  قابل 

رابطه چندربعی،  برای حل مسئله حاضر به روش   هستند.

 : شودپیشنهاد می نهیمتغیر شکل به یبرا (31)

(31) 2

2 2 0.5
ln( ) ln( )

f
c a b N

L
= + + 

در   آن  ثابت  مقادیر  رابطه    :5جدول  که  ثابت  ارائه مقادیر 

 اند. گردیده

 . (31)مقادیر ثابت رابطه  : 5جدول 

 ریمتغ
2a 2b 2f 

 - 8131239/3 - 1594425/1 0354279/6 مقدار 

2,3Lدر حالت ، مقادیر خطای روابط متغیر شکل =

 ارائه گردیده است.  7جدول و  6جدول بهینه در 

ازای   TSPدهد که هرچند روشنشان می  نتایج  به 

3L   Lاز دقت خوبی برخوردار است ولی با تغییر متغیر  =

سایر  رابطه به همراه    نیلذا اشود.  دچار خطای مشهودی می

از دقت کافی برخوردار    ( 31)روابط پیشین برخلاف رابطه  

نیستند. در ادامه نشان داده شده است که، دو نمودار پاسخ  

و تحلیلی  هم  روی    بر  زیناچ  اریبس  ی با خطا  روش عددی 

 (. 5شکل هستند )منطبق 

2L) مثال شماره دو  در    rmsE:  6جدول   =،0.05D و  =

0.7V =). 
N 

 رابطه
45 50 80 90 

(3)Eq. 8634 7354 2357 383 

(4)Eq. 165 554 654 534 

(5)Eq. 25 12 7 11 

ESP 452 369 3485 5487 

ILSP نهایتبی نهایتبی   5245 745 

DLSP 5182 1269 1225 952 

RSP 13/29 3/81 1184 1073 

TSP 0/007 0/01 4575 1553 

HSP 317 1 /4074  3149 100000 

BSP 0/15 0/11 28/95 45/5 

Eq. (31)  0/00014 0/000034 0/000023 0/000022 

شود که رابطه پیشنهادی به نتایج بسیار  ملاحظه می

 انجامد. ی میترقیدق

3L)مثال شماره دو  در    rmsE:  7جدول   =،0.05D و =

0.7V =). 
N 

 رابطه
45 50 80 90 

(3)Eq. 7522 10000 379 3564 

(4)Eq. 367 358 6354 365 

(5)Eq. 623 456 375 411 

ESP 5484 5687 3265 1978 

ILSP 7361 3274 1332 323 

DLSP 1772 5410 7067 9901 

RSP 0/01 0/07 0/15 0/24 

TSP 0/0009 0/0008 0/009 7810 

HSP 4/26 1/98 3958 1232 

BSP 0/09 0/07 9/13 1/41 

Eq. (31)  0/00029 0/0018 0/000042 0/00005 

 

 سه مثال شماره  - 5-3

معادله   مثال  این  قرار   (21)  پخشدر  بررسی  مورد 

و گیرد.  می مرزی  شرایط  به همراه  معادله  این  دقیق  حل 

آید.  می  به دست  (32)رابطه    صورتبه  (19)و    (17)اولیه  

0.13D  مثال،   نیدر ا 0.5dt  و  = در نظر گرفته شده    =

 .[29] است (32)پاسخ دقیق معادله به شکل رابطه  .است

(32) ( , ) sin( )tu x t e x−= 
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چندربعی،    برای روش  به  حاضر  مسئله  رابطه حل 

 : شودپیشنهاد می نهیمتغیر شکل به نییتع یبرا( 33)

  
 )ب(  )الف( 

  
 )د(  )ج( 

2Lو عددی در مثال شماره دو الف( : دقیقروش های  پاسخ: 5شکل  =  ،45N =،0.05D 0.8Vو = 4L، ب( : = = ،90N =،

0.05D 0.6Vو = 3L، ج( : = = ،75N =،0.06D 1Vو  = 5Lو د( : = =  ،90N =،0.05D 0.6Vو = = . 

 

 اند. ارائه گردیده 8جدول که مقادیر ثابت آن در 

   .(33)مقادیر ثابت رابطه    :8جدول  
 مقدار  متغیر مقدار  ریمتغ

3a  99054237/0 -  
3g  005/1060  

3b  914518/28  
3h  0015459596/0  

3k  33441589/0  
3i  18069421/0  

3d  08924/301 -  
3j  867009/26  

3f  035684287/0 -  
3e  0360021/0 -  

(33) 
( ) 3 3 3

2 2 3

3 3 3 3

3 2 2

3 3 3

c N ,L a k L b / N

d / N e L f L / N g / N

h L i L / N j L / N

= + +

+ + + +

+ + +

 

که   2,3Lهنگامی  تعیین   = روابط  نتایج  است، 

به دست    10جدول    و  9جدول  بهینه مطابق    متغیر شکل

 . آیدمی

2Lمثال شماره سه ) در    rmsE:  9جدول   =). 

N 

 رابطه
10 15 20 25 35 

(3)Eq. 19/0 3/1 9/666 29/928 1/1099 

(4)Eq. 77/0 04/132 5/135 7/1922 6/638 

(5)Eq. 76/0 65/0 63/0 77/0 86/0 

ESP 007/0 03/0 14/0 1/4 2/67 

ILSP 2/0 07/0 03/0 02/0 01/0 

DLSP 17/0 06/0 03/0 01/0 01/0 

RSP 07/0 09/0 11/0 11/0 06/0 

TSP 02/0 01/0 011/0 008/0 005/0 

HSP 11/0 3/0 2/0 21/0 07/1 

BSP 16/0 1/0 08/0 17/0 05/0 

Eq. (33 )  00053/0 00035/0 00029/0 00026/0 00021/0 

  ترقیدقبسیار    جیبه نتا  یشنهادیکه رابطه پ   شودیم  ملاحظه

 . انجامدیروابط م ریاز سا

دو روش    اعتبارسنجی  هاینمودار  شود،یم  چنانکه ملاحظه

در   دقیق  و  چشمگیری    6شکل  چندربعی  طور  هم  به  بر 



 چندربعی   بدون شبکه  یدر روش عدد  نهیشکل به  ریمتغ  نییتع  یبرا   یروابطتوسعه   80

 

 (1404)  1، شماره  یازدهمسال   های عمرانیهای زیرساخت پژوهش 

شده دقت    (33)رابطه  و    اندمنطبق  قبولبسیار  از    یقابل 

است خطا .  برخوردار  به  توجه  ملاحظه   ،شده  گزارش  یبا 

ی رابطه خطا  ی تعداد نقاط محاسبات   ش یبا افزاگردد که  می

 اهش یافته است. ک پیشنهادی

  
 )ب( )الف( 

  
 )د( )ج(

  
 )و( )ه( 

1L  الف(  سه  در مثال شماره    یو عدد   قیدق  یهاروش   یهاپاسخ :  6شکل   20Nو = 2Lب(  ،  = 25Nو = 3L  ج( ،  = و =

25N 4L  د( ،= 35Nو = 5L  ه( ،= 40Nو = 6L  و(  و    = 60N و = = 



بدون شبکه    یدر روش عدد  نهیشکل به  ریمتغ   نییتع  یبرا   دیجد  یتوسعه روابط

ی چندربع  

81 

 

 (1402)  2سال نهم، شماره   های عمرانیهای زیرساخت پژوهش 

 

3Lمثال شماره سه ) در    rmsE:  10جدول   =.) 

N 

 رابطه
10 15 20 25 35 

(3)Eq. 0/0003 43/5 423 406 2544 

(4)Eq. 656/7 0/001 0/003 0/0002 900 

(5)Eq. 0/95 0/87 0/98 0/86 0/93 

ESP 0/004 0/01 0/02 0/04 1/4 

ILSP 0/08 0/03 0/01 0/01 0/006 

DLSP 0/05 0/02 0/01 0/01 0/005 

RSP 0/07 0/04 0/04 0/04 0/08 

TSP 0/02 0/01 0/008 0/006 0/004 

HSP 0/09 0/1 0/07 0/1 0/3 

BSP 0/14 0/08 0/06 0/04 0/03 

Eq. (33 )  0/00092 0/00041 0/00031 0/00027 0/00022 

 چهار مثال شماره  -5-4

این مثال، معادله برگرز   قرار    مطالعه  مورد  (24)در 

 حل دقیق این معادله حاضر با فرض:  گیرد.می

(34) 
(0, ) 0

( , ) 0

( ,0) sin( )

u t

u L t

u x x

=


=
 =

 

 . [28] به دست آمده است (35)رابطه  صورتبه

  
 )ب( )الف( 

  
 )د( )ج(

  
 )ه(  )و(

 به ترتیب در نمودارهای )الف( تا )ه(.   6تا    1از    Lچهار به ازای در مثال شماره    یو عدد   قیدق  روش  یهاپاسخ:  7شکل  
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(35) 

( )

1

2  2

0 1 1

2  2

1
4  ( ) 

2

sin( ) exp(- )

1 1

/
( ) 2 ( )
2 2

 cos  exp(

( )

- )

,
nn

n n
I

u
nI

n x n t

I

n t

x

n

n x

t




 

 

 



=

 

= =

 
 =
 
  

 
 
 
 

+





 

 

1که در آن 

R
 =  ،nI  مرتبه   شبدهاصبلاحتابع بسبلn   و

0.1R  است. =

تعریف   با  متغیر شکل  رابطه  چهار،  مثال شماره  در 

ا  بابعاد منتخب میدان و تعداد مراکز محاسباتی به ترتیب  

6L,...,1,2مشخصات   ,10,15و    = 20, 25N =  صورت به     

 زیر پیشنهاد شده است: 

(36) 
( ) 24 4

4 4 42

2
34 4 4 4

43 2

,
b d

c N L a k L e L
N N

f L g i L j L
h L

N N N N

= + + + +

+ + + + +

 

 هستند. 11جدول که ضرایب ثابت این رابطه به شرح 

   .(36)مقادیر ثابت رابطه    :11جدول  

 مقدار  ضریب  مقدار  ضریب 

4a  07566969/0 -  
4f  18412002/0 -  

4b  226208/3  
4g  46903/204  

4k  027166527/0  
4h  00025420453/0  

4d  644046 /45-  
4i  03548718/0  

4e  0038921976/0-  
4j  2177797/6  

از رابطه پیشنهادی در  نتایج حل مسئله با استفاده 

شود انطباق  که مشاهده می  طورهمانآمده است.    7شکل  

عددی و دقیق وجود    یهای روشهاپاسخخوبی بین  بسیار  

شود،  مشاهده می  13جدول  و    12جدول  چنانکه در    دارد.

روابط پیشین تعیین متغیر شکل بهینه دقت لازم به ازای 

 تعداد نقاط محاسباتی دلخواه را ندارند.

 یداریوجود شرط پابررسی   -6

حل مسائل ناپایا مانند    رپرسش مهمی که عموما د

انتقال و برگرز با هر روش عددی از  -معادلات پخش، پخش 

جمله روش چندربعی مطرح می شود این است که آیا شرط  

پایداری برای این روند حل وجود دارد یا خیر؟ در این بخش  

منظور   این  به  پرداخت.  موضوع خواهیم  این    ن ی بزرگتربه 

در    یداریآن ناپا  یبه ازاکه  ی بیشینه(  گام زمان)  ی گام زمان

گردد و  تجربی تعیین می  صورتبه،  شودنمشاهده    هاپاسخ

  بیمعادلات حاضر )ضرثابت    بیبرحسب ضرا  آن  راتییغت

 گردد. ( ترسیم مینولذریسرعت و عدد ر بیپخش، ضر
1Lمثال شماره چهار ) در  rmsE:  12جدول  = ) 

N 

 رابطه
10 15 20 25 

(3)Eq. 830 500 1000 3200 

(4)Eq. 12/9 370 980 1700 

(5)Eq. 11 15 16 16 

ESP 27/3 27 84 780 

ILSP 422 2500 524/7 189 

DLSP 260 779/8 225/6 117/7 

RSP 1200 6000 5000 21000 

TSP 550 830 1700 330 

HSP 1600 2800 6000 5000 

BSP 3700 1100 9200 17000 

Eq. (36 )  2/14 1/7 1/9 2/63 

 
2Lمثال شماره چهار ) در  rmsE:  13جدول  = ) 

N 

 25 20 15 10 رابطه

(3)Eq. 660 930 400 1300 
(4)Eq. 12/6 14 8/8 970 
(5)Eq. 122 139 1.149 541  

ESP 22 680 250 170 

ILSP 82/6 83 87/1 76/7 

DLSP 90 72/4 73.3/9 71/6 

RSP 390 430 210 750 

TSP 790 580 380 210 

HSP 990 1500 1800 7500 

BSP 970 640 1600 860 

Eq. (36 )  2/2738 1/6144 1/9127 1/8828 

  م یابییدرم  8شکل  در    شدهارائه   ینمودارها  یبا بررس

پخش  معادله  در  زمان  ،که  ضر  نهیشیب  ی گام  پخش    بیبا 

در معادله  که    دهد یمشان  یز نن  9شکل  .  دارد  میمستق  رابطه 

و سرعت  پخش    بیبا ضربیشینه    یگام زمان،  انتقال-پخش

شکل  در  همچنین    دارد.و معکوس    میرابطه مستقبه ترتیب  

در    نهیشیب  ی گام زمانکه عدد رینولدز با    شودیمدیده    10

 حل عددی معادله برگرز رابطه مستقیم دارد.
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 )ب(  )الف( 

1Lی بیشینه در معادله پخش؛ الف( : گام زمان  برحسب  پخش  بیضر  تغییرات:  8شکل   =، 12N 10tو    = 2Lو ب(    = =،  20N و   =

20t =. 

  
 )الف(  )ب( 

2t):  پخش  بیضرالف(    تغییرات:  9شکل   =  ،2V =،  30N 5Lو    = 0.5t( و ب( ضریب انتقال ): = =  ،0.1D =،  50N 2Lو    = =  )

 انتقال. -ی بیشینه در معادله پخشگام زمان  برحسب

  
 )الف(  )ب( 

10tی بیشینه در معادله برگرز الف( :گام زمان  برحسبعدد رینولذر    تغییرات:  10شکل   =،  10N 2Lو    = 10tب( :   = =،  10N و    =

1L = 

  یاز گام زمان   یکه مقدارنتایج این بخش نشان داد  

ازا به  ناپا  ریمقاد   یوجود دارد که  از آن،  در    یداری بزرگتر 

م   هاپاسخ پا  شودیمشاهده  شرط  وجود  همانند    ،یداری و 

که برای تعیین آن   بر شبکه، مشهود است  یمبتن  یهاروش

 های بیشتری وجود دارد.نیاز به پژوهش

 گیرینتیجه - 7
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برای   موجود  روابطپژوهش نشان داده شد که    نیدر ا

به  نییتع   یدر روش بدون شبکه چندربع  نهیمتغیر شکل 

از  و برگرز پخش  ،انتقال-حل معادلات لاپلاس، پخش  یبرا

ن برخوردار  بعضیستنددقت لازم  اگرچه در  موارد دقت    ی. 

  دمسئله مانن یمتغیرها ریی با تغ یول  شودیمشاهده م یکاف 

محاسبات دامنه  داشت.  ییکارای،  طول  هم  نخواهند   ن یبه 

محاسبه مقدار    یبرا  یدی ابط جدرو  ،پژوهش   نیمنظور، در ا

برحسب    متغیر  نهیبه دامنهشکل  مراکز    طول  تعداد  و 

نتایج نشان داد که شد.    ارائهمذکور    معادلات  در  یمحاسبات

در معادلات ناپایا  روابط    نیآمده از ادستبه  یهامتغیر شکل

خوبی    نهیبه  ی زمان  ی هاگام  همه  یبرا بسیار  دقت  از  و 

 ر یبه سا  بتسنپیشنهادی  روابط    یایاست. از مزا  برخوردار

حل    کیبه    ی ( عدم وابستگ1به    توانیم ین  شیپ   یهاروش

مسئله،    هیثانو با  2از  مسئله  حل  مراکز    یسر  کی(  از 

از  محاسبات سری  دو  جای  به  ن3ها  آنی  عدم  به   ازی( 

 کمتر   نهیهز  (4  یمتغیر شکل در هر گام زمان  یسازنه یبه

  برای حل مسائل، اشاره کرد.    ( کاربرد آسان 5محاسبات و  

شد و نشان    دیزتولبا  یبا روش چندربع  حاکممعادلات  ابتدا  

تفاضلات محدود   روش  که  گسسته   یبراپیشرو  داده شد 

و محض به    یشبه خط  یروش ضمن   و  ی زمان  جملات  یساز

-پخش و    زبرگر  تمعادلا  در   یمکان  جملات  انیب  یبراترتیب  

استفاده  چراکه    هستند،  نهیبه یتابع چندربع انتقال در کنار

روش و    انتقال -پخش  معادلاتمحض در    حیصر  ی هاروش از  

ی  ازمندیمنجر به ن  بیبه ترتمحض در معادله برگرز    یضمن

 ی و دستگاه معادلات جبر  یداریپا  طیشرارعایت  به    شدید

همچنشوند یم  یخطریغ  شد    نی.  رابطه که  مشاهده 

نقاط  تعداد  متغیر شکل در معادله لاپلاس، در    یشده براارائه 

دارد و حجم محاسبات را کاهش    یی دقت بالا  ، کم  ی محاسبات

-متغیر شکل در معادله پخش   یشده برا. رابطه ارائه دهدیم

و پخش، در   قابل    ،کم  ینقاط محاسباتتعداد  انتقال  دقت 

ول   یقبول افزا  یدارند  محاسبات  ش یبا  نقاط  دقت    ،ی تعداد 

متغیر شکل    یشده برا  . رابطه ارائهابدی یم  شیافزا  زیجواب ن

معادله در    در  نیز  با  هاطولبا    هادامنهبرگرز  و  مختلف  ی 

تعداد مراکز محاسباتی دلخواه از دقت بالایی برخوردار است. 

معادلات با ابعاد بالاتر    یروش برا  نیاکه  لازم به تاکید است  

  طیشرا  یبرا  نیهم چن  ،شتریمستقل ب  ی رهایبا تعداد متغ  ای

و    یمرز ترتیب  ناهمگن    ای متفاوت  همین  به  قابل  نیز 

 ی به دست آمده برا  یاضی طبعا روابط ر  ی است ول  یسازادهیپ 

شایان ذکر است که    خواهند بود.  تردهیچیشکل، پ   بیضرا

و برای  روابط به دست آمده برای توزیع یکنواخت نقاط است  

نقاط،    نیفاصله ب  رییتغ  جهیدر نتو  نقاط متفاوت   هایتوزیع 

 به دست خواهد آمد.  رشکلیمتغ یبرا  یروابط متفاوت

نشان داده شد    در این پژوهش، همچنینعلاوه بر این  

پخش    بیضرعدد رینولدز،  به    یگام زمانانتخاب اندازه  که  

استمقدار  و   وابسته  به   دنیرس  یبرا  کهی طوربه  سرعت 

  ،پخش بیضرعدد رینولدز و  ش یبا افزا  لازم،جواب با دقت 

زمان افزاو  کند    دای پ   شیافزا  د یبا  زین  یگام  سرعت    شیبا 

که    دهدیماین نتایج نشان    .یابدکاهش    بایستی مقدار آن

و   خطی  معادلات  حل  برای  چندربعی  روش  الگوریتم 

شرط   یک  تعیین  نیازمند  مهندسی  علوم  در  غیرخطی 

 های آینده باشد. تواند موضوع پژوهشپایداری است که می
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